Відповіді на завдання районних(міських) математичних олімпіад

2011-2012 н.р.

Відповіді та коментарі (6 клас)
1. Відповідь:1
2. Відповідь:   Площа зменшилась на 9%. 

Нехай а і b сторони прямокутника. 
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3. Відповідь:35 років. З того, що  (74-47) - 2[image: image5.png]


10=7, випливає, що сину зараз 7 років.

4. Вказівка. Нехай х – цифра, за допомогою якої записали дане тризначне число ххх, тобто 
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.  Оскільки 111:37, то і добуток 111·х також ділиться на 37.
5. Відповідь:Ні , не можна.
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Нехай шукане розфарбування вдалося отримати. Тоді клітинки 2 і 3- сусідні для 1, тому вони повинні бути зафарбованими. Ці ж клітинки – сусідні для клітинки 4, тому клітинки 5 і 6 незафарбовані. Тоді клітинки 8 і 9 – сусідні для клітинки 7 – зафарбовані. Продовжуючи ці міркування, одержуємо, що зафарбованими будуть клітинки 11, 12, 13, 14. Тоді клітинки 16 і 17- сусідні для клітинки 15 – не зафарбовані, тобто клітинка 18 не має зафарбованих сусідніх клітинок.
Відповіді та коментарі (7 клас)
1. Відповідь:10 учнів. 
Нехай  x учнів брали участь в усіх трьох олімпіадах. Підрахуємо скільки разів  учні підписували титульні сторінки своїх робіт. Ті, які приходили один раз, підписали 60 робіт, ті, хто приходив двічі також 30[image: image8.png]


2 = 60 робіт , а ті, хто тричі – 3х робіт. Загалом було підписано 50 [image: image10.png]


 3 = 150 робіт. Отже, 60+60+3х = 150. Звідси х=10.
2. Відповідь: [image: image12.png]45°



.
 Нескладно переконатися, що промені розташовані в такому порядку :  OA, OD, OC, OE, OB. Якщо кут АОВ дорівнює 2α, то кут ВОD=α, < ВОЕ=α- [image: image14.png]45°



, а тому [image: image16.png]< DOE =< BOD—< BOE



=[image: image18.png]45°



.
3. Вказівка.  При першому зважуванні на одну з шальок терезів кладемо гирю і всі цвяхи розкладаємо по шальках так, щоб наступила рівновага. Одержимо 13 кг і 12 кг цвяхів. Першу купку відкладаємо, а другу, за допомогою терезів без гирі, ділимо навпіл. Отже, одержали шукану вагу цвяхів 13+6=19.

4. Відповідь:   Ні.
На кожному аркуші записані одне парне і одне непарне числа. Сума їх є число непарне. Тоді сума, що дістав Василько, це сума 25 непарних чисел, тому вона повинна бути непарною,  а число 2012 – парне.
5. Відповідь:16.  
Розглянемо два перші рядки. Добуток усіх шести чисел цих рядків дорівнює 1. Оскільки добуток чотирьох чисел у квадраті 2[image: image20.png]


2 дорівнює 2, то добуток двох чисел, що стоять першими в  цих рядках, дорівнює ½. Те ж саме буде, якщо розглянути два перші стовпчики . Після чого числа легко відновлюються.
Відповіді та коментарі (8 клас)
1. Відповідь: (3;-2), (5;2),(-3;2),(-5;-2)
Запишемо рівняння у вигляді  

                     (х-2у)(х +у)=7

Оскільки  х та  у – цілі числа, то можливі такі випадки:

1) [image: image22.png]


                          2)[image: image24.png]



 3)[image: image26.png]{xfzy—

x+y



                          4)[image: image28.png]



Розв'язавши ці системи, отримаємо такі розв'язки (3;-2), (5;2),(-3;2),(-5;-2)

2. Вказівка. Слід скористатися тим, що катет, який лежить проти кута [image: image30.png]30



 дорівнює половині гіпотенузи, а інший катет дорівнює [image: image32.png]


с, де с- довжина гіпотенузи.
3. Відповідь: 15 км/год. 
Якщо довжина мосту l км, відстань від автомобіля до початку мосту s км, а швидкість віслюка х км/год , то маємо рівняння 

       [image: image34.png]50



 =[image: image36.png]


 ,           [image: image38.png]s+l



 = [image: image40.png]


 . Звідси,  s = 3/2l   і x=15.
4. Відповідь:376 і 625. 
Слід забезпечити подільність [image: image43.png]


-n = n(n-1)  на  1000=8[image: image45.png]


125 і врахувати взаємну простоту чисел n  та  n-1.
5. Вказівка. Розіб'ємо монетки на три купки А, В і С, що містять по 10, 10 і 20 монет відповідно. Перше зважування: порівняємо вагу А і В. Можливі два варіанти. Якщо А=В, то порівнюємо вагу А+В і С. Якщо А[image: image47.png]


В (другий випадок аналогічний), то розіб’ємо С на дві купки по 10 монет і порівняємо їхню вагу.

Відповіді та коментарі (9 клас)
1.Відповідь:-1;0

2. Вказівка. Нехай  M– середина DF, N – середина BE ,BM┴AF I ED ⎡⎡NF. Оскільки AD=DF, то   AE=EN, а з того, що BF=FC, випливає, що EN=NB. AD:AM=2:3 і AN:AB=2:3, то ND⎡⎡BM, тобто ND  - висота трикутника ANF. Оскільки вона є і медіаною, то трикутник ANF- рівнобедрений. Врахувавши паралельність ED і NF , отримаємо, що трикутник   AED також рівнобедрений.
3.Вказівка. Скористатися тим, що (2x-1)(2y-1)(2z-1)=0.

4. Вказівка. Через n секунд дріб буде мати вигляд [image: image49.png]3+7n



. Якщо припустити, що дріб у цей момент буде скоротним на 11, то 4=7(1+n)-(3+7n) ділиться на 11 без остачі. Одержали суперечність.

5.Відповідь: Ні, не завжди. 
У всіх клітинок першої, третьої, п'ятої та сьомої горизонталей пофарбуємо синім кольором усі вертикальні сторони. До того ж, синім кольором  пофарбуємо й верхні горизонтальні сторони клітинок . Решту сторін клітинок зробимо червоними. Тоді всі 80 вершин клітинок нашої шахівниці є кінцями непарної кількості синіх відрізків, тобто з вершини будь-якої клітинки виходить принаймні один синій відрізок. Нескладно показати, що це – інваріант. Отже , синіх відрізків буде завжди щонайменше 40. Утім, 40[image: image51.png]


144/4.
Відповіді та коментарі (10 клас)
1. Вказівка. Розкриваючи модулі на  відповідних проміжках, побудуємо графік функції  y=[image: image53.png]


 + [image: image55.png][x + 2]



.

2. Вказівка. Оцінити ліву частину за нерівністю Коші і розв'язати рівняння в натуральних числах. Відповідь: (1;1;1), (-1;1;1), (1;-1;1), (1;1;-1).

3. Вказівка. Нехай точка М лежить між N і C ,< BAC=α , < MAC=φ,  r  - радіус побудованого кола. Тоді < MKA=< KMA=90˚+φ-α,  <KMN=90˚- <ABC=α, KN=2r[image: image57.png]sin a



, MC=AM[image: image59.png]sin @



=2r[image: image61.png]cos(a — @) sin g,



 MN=2r[image: image63.png]sin(a — 2¢)



. Тепер рівність KN=MN+2MC легко перевіряється.
4. Відповідь:Ні, не можна.
 Припустимо, що дані числа можна розташувати так, як вимагає умова задачі. Нехай у деякій вершині куба стоїть число a . Тоді на кожному з трьох  ребер, що виходять із цієї вершини, це число буде доданком a, а на кожній із трьох граней, що мають цю вершину, це число буде доданком 2a. Отже, до суми всіх розташованих на кубі чисел це число увійде як доданок a+3a+3[image: image65.png]


2a=10a. Тому сума всіх чисел куба ділиться на 10, що неможливо, оскільки за припущенням ця сума дорівнює 12+13+14=39.
5. Вказівка. F(x)=x+c, де с-довільне число. Покладемо x=-t, y=t, одержимо:
f(0)+2t2 = f(2t2). Звідси f(x)=x+c, для деякої константи с і будь-якого дійсного x≥0. Отже, f(x+y)+x2+y2=x2+y2+c+x+y для будь-яких дійсних x та y. Звідси одержуємо, що f(x)=x+c  для всіх x [image: image67.png]


 R. Перевірка показує, що всі такі функції задовольняють умову задачі.
Відповіді та коментарі (11 клас)

1. Відповідь: x[image: image69.png]


(-[image: image71.png]


; -[image: image73.png]


)
2. Відповідь:     
 якщо 
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якщо 
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Введемо заміну  
[image: image77.wmf]t
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,  одержимо квадратне рівняння:  
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Отже, рівняння має корені 
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, яке матиме розв’язки, якщо 
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. Використавши формулу пониження степеня, матимемо 
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3.Відповідь:[image: image88.png]+b?




.  

Нехай  M і N – середини ребер AD і BC відповідно, тоді BM=CM( як відповідні медіани рівних трикутників). Оскільки трикутник BMC рівнобедрений і  MN – його медіана, то MN┴BC[image: image90.png]. AHanoziuno 0ogodumbCs, Wo



MN┴AD, тобто  MN- шукана відстань. З трикутника ADB  знаходимо BM=[image: image92.png]Vb7 + 242



, а з трикутника MNB знаходимо MN=[image: image94.png]+b?




.
4. Вказівка. Нехай  u=xy , тоді  x2+y2=4-2u. Оскільки 2=х+у[image: image96.png]


, то [image: image98.png]


. Далі, наприклад, можна стандартно довести, що [image: image100.png]max,ep 4’ 2—w) =1



.
5.Відповідь: f(2011)=2011. 
Спочатку доведемо за індукцією, що для натурального числа k і всіх натуральних чисел n[image: image102.png]


 виконується рівність f(n)[image: image104.png]


Для k=1 твердження , очевидно, є правильним, бо f(n)-натуральне число. Нехай твердження є правильним для деякого натурального числа k . Доведемо, що воно буде справджуватись і для  k+1. Розглянемо натуральне число n[image: image106.png]


 тоді, n-1[image: image108.png]


і за припущенням f(n-1)[image: image110.png]>kif(fn—1) =k



. Оскільки , за умовою, f(f(n-1))=f(n)-1, то  f(n)[image: image112.png]=k+1



, що й треба було довести. З доведеного випливає, що f(k)[image: image114.png]


 для всіх натуральних k. А тепер припустимо, що існує таке натуральне число m,що f(m)[image: image116.png]>m



. Розглянемо множину А=[image: image118.png]{fm+1);f(m+2);f(m + 3);...}



. Нехай  l – найменший елемент множини А, тоді  f(p)=l  для деякого натурального p[image: image120.png]=m+1



. Якщо p-1[image: image122.png]>m,mo fp—1)=2p—-1>m



, а якщо p-1=m, то  f(p-1)[image: image124.png]> f(m) >m



. Розглянемо натуральне число q=f(f(p-1)). Оскільки  f(p-1)[image: image126.png]>m,mo q € A



. До того ж, l=f(p)=f(f(p-1))+1=q+1[image: image128.png]>q



, що суперечить тому, що l - найменший елемент множини А. Отже, f(m)=m для всіх m[image: image130.png]EN



. Зокрема, f(2011)=2011.
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